APUNTES DE CALCULO DIFERENCIAL

PROGRAMA DE CALCULO DIFERENCIAL

OBJETIVO(S) GENERAL(ES) DEL CURSO: Plantear y resolver problemas que requieren
del concepto de funcién de una variable para modelar y de la derivada para resolver.

UNIDAD 1. NUMEROS REALES

1.1 La recta numérica.

1.2 Los numeros reales.

1.3 Propiedades de los numeros reales.
1.3.1 Tricotomia.

1.3.2 Transitividad.

1.3.3 Densidad.

1.3.4 Axioma del supremo.

1.4 Intervalos y su representacion
mediante desigualdades.

1.5 Resolucidn de desigualdades de
primer grado con una incognita 'y de
desigualdades cuadraticas con una
incognita.

1.6 Valor absoluto y sus propiedades.
1.7 Resolucion de desigualdades que
incluyan valor absoluto.

UNIDAD 2. FUNCIONES

2.1 Concepto de variable, funcién,
dominio, condominio y recorrido de una
funcion.

2.2 Funcién inyectiva, suprayectiva y
biyectiva

2.3 Funcién real de variable real y su
representacion grafica.

2.4 Funciones algebraicas: funcion
polinomial, racional e irracional.

2.5 Funciones trascendentes: funciones
trigonométricas y funciones
exponenciales.

2.6 Funcién definida por mas de una
regla de correspondencia, funcién valor
absoluto.

2.7 Operaciones con funciones: adicion,
multiplicacion, composicion.

2.8 Funcidn inversa. Funcion logaritmica.
Funciones trigonométricas inversas.

2.9 Funciones con dominio en los
nameros naturales y recorrido en los
nameros reales: las sucesiones infinitas.
2.10 Funcién implicita.

UNIDAD 3. LIMITES Y CONTINUIDAD
3.1 Limite de una sucesion.

3.2 Limite de una funcion de variable
real.

3.3 Calculo de limites.

3.4 Propiedades de los limites

3.5 Limites laterales.

3.6 Limites infinitos y limites al infinito.
3.7 Asintotas.

3.8 Funciones continuas y discontinuas
en un punto y en un intervalo.

3.9 Tipos de discontinuidades.

UN IDAD 4. DERIVADAS

4.1 Conceptos de incremento y de razén
de cambio. La derivada de una funcion.
4.2 La interpretacion geométrica de la
derivada.

4.3 Concepto de diferencial.
Interpretacién geométrica de las
diferenciales.

4.4 Propiedades de la derivada.

4.5 Regla de la cadena.

4.6 Férmulas de derivacion y formulas de
diferenciacion.

4.7 Derivadas de orden superior y regla
L"Hépital.

4.8 Derivada de funciones implicitas.

UNIDAD 5. APLICACIONES DE LA
DERIVADA

5.1 Recta tangente y recta normal a una
curva en un punto. Curvas ortogonales.
5.2 Teorema de Rolle, teorema de
Lagrange o teorema del valor medio del
calculo diferencial.
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5.3 Funcion creciente y decreciente. 5.4 Andlisis de la variacion de funciones
Méaximos y minimos de una funcion. 5.5 Calculo de aproximaciones usando la
Criterio de la primera derivada para diferencial.

méaximos y minimos. Concavidades y 5.6 Problemas de optimizacién y de
puntos de inflexién. Criterio de la tasas relacionadas.

segunda derivada para maximos y

minimos.
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Mateméticas | (Calculo diferencial)
UNIDAD 1. NUMEROS REALES

1.1 CLASIFICACION DE LOS NUMEROS REALES
Los numeros reales son todos los nUmeros que se pueden representar en la
recta numérica. La unién de los nimeros racionales e irracionales se denomina

conjunto de los niumeros reales.

» Enteros positivos
Numeros
> Cero
Enteros
Numeros » Enteros negativos
Racionales
> Propias
Numeros
Reales ! Fracciones > Impropias
Numeros > Mixtas

Irracionales

NUumeros racionales

Los numeros racionales son los nimeros enteros positivos y negativos, el
namero cero y los fraccionarios de la forma a/b siendo a y b nimeros enteros y
b#0.
NUmeros enteros (positivos negativos y cero):

Fracciones (positivas y negativas):
1 3 5 1

4’ 5’ 10’ 20
Los numeros racionales pueden expresarse por decimales finitos o infinitos
periodicos

Decimal finito:
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Numeros irracionales

Los numeros que no se pueden expresar como decimales finitos ni
periddicos se denominan numeros irracionales. Los nuameros irracionales no se
pueden expresar como una relacion entre numeros enteros. Ejemplos de niumeros

irracionales:

V2 = 14142135 ... 7= 3.1415926...... V5 =1.379729... ...
1.2 PROPIEDADES

Se distinguen dos categorias: propiedades algebraicas y propiedades de orden
Las propiedades algebraicas dicen que los numeros reales pueden ser

sumados, restados, multiplicados y divididos (excepto por cero) para generar mas
nameros reales bajo las reglas de aritmética usual. A continuacion se especifican
algunas propiedades algebraicas en las operaciones de suma y producto de
nameros reales:
1. Asociativa:(a+b) +c=a+ (b +c)

(a.b).c = a(b.c)
2.Conmutativa:a+b =b +a

a.b=>b.a
3. Distributiva:a.(b+c) =a.b+a.c
4.ldentidad: existe un numero 0 tal quea+ 0 = a
existe un numero 1talquea.1 =a
Las propiedades de orden de los nimeros reales permiten comparar el tamafio
de estos. Estas propiedades son Utiles a la hora de resolver desigualdades. Hay
resultados parecidos cuando se invierten los signos de desigualdad.
SEAN a,b,c,d y k NUMEROS REALES

1.Sia<byb<c entonces:a<c Propiedad transitiva
Ejemplo: 5<6 y 6 <7, entonces:5<7

2. Sia<b, entonces: a+k<b+k Suma de una constante
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Ejemplo: 5 < 6, entonces:5+3 <6+ 3
3.Sia<byc<d, entonces: a+c<b+d Suma de desigualdades
Ejemplo: 4 <5 y 6 <7, entonces:4+6<5+7
4. Sia<b yc>0,
entonces: ac < bc Producto por una cte. positiva
Ejemplo: 4 <5 y ¢ >0, entonces: 4(2) < 5(2) (no cambia el sentido)
5.5ia<byc<),
entonces: ac > bc Producto por una cte. negativa
Ejemplo: 4 <5 y ¢ <0, entonces: 4(—2) > 5(—2) (cambia el sentido)

Cuando se multiplica por un nimero negativo, se invierte el sentido de la
desigualdad. Por ejemplo, dada la desigualdad x < 4, si se multiplican ambos
miembros por —3, esto da como resultado —3x > —12. Esto se aplica también a la
division por un ndmero negativo. Asi, dada la desigualdad —2x > 4, si se dividen
ambos miembros de la desigualdad por —2, entonces x < —2.

1.3 LA RECTA NUMERICA

Los numeros reales se representan geométricamente por medio de puntos
en la recta numeérica. Se llama recta numérica a una linea en la cual estan
determinados:

e un punto O que se denomina origen y corresponde al numero real cero

e una direccion positiva que se indica con una flecha, y una direccion
negativa

e una escala para medir longitudes

En general, la recta numérica se representa en posicion horizontal,
considerando positiva la direccién hacia la derecha del punto O. De esta manera
los numeros que corresponden a los puntos a la derecha de O en la figura 1.1 son
los nimeros reales positivos, mientras que los que corresponden a puntos a la
izquierda de O son los numeros reales negativos. El cero no es positivo ni

negativo.
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Origen
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1.4 INTERVALOS Y SU REPRESENTACION MEDIANTE DESIGUALDADES

Al estudiar las desigualdades es conveniente usar la notacion vy
terminologia de los conjuntos. Un conjunto es una coleccién de elementos, tal
como el conjunto de los numeros reales. Si todo elemento de un conjunto S es
también un elemento de un conjunto T entonces se dice que S es un subconjunto
de T.

El dominio de una variable es el conjunto de los niumeros reales que la
variable representa. Por ejemplo, vx es un numero real si y solo si x > 0y, por lo
tanto, el dominio de x es el conjunto de los numeros reales no negativos o en
notacion intervalo [0, «) . De esta manera.

Un intervalo es un subconjunto o porcién de la recta real. Estos se clasifican en
finitos e infinitos. A continuacién se presentan los diferentes tipos de intervalos que
se utilizaran para resolver desigualdades

El intervalo abierto es el conjunto de todos los nimeros reales mayores
gue a 'y menores que b, donde a y b son los extremos del intervalo.

(a,b)=a<x<b

Se observa gue los extremos no estan incluidos en un intervalo abierto, los
intervalos que incluyen sus extremos se llaman intervalos cerrados y se denotan
por.

[a,bp]=a<x<bh
El intervalo semiabierto por la izquierda es el conjunto de numeros reales
mayores que a 'y menores o iguales que b.

(a,b]=a<x<b
El intervalo semiabierto por la derecha es el conjunto de los niumeros reales
mayores o iguales que a y menores que b.

[a,b)=a<x<b
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Los intervalos anteriores son intervalos finitos. En la siguiente tabla se muestra un
resumen de los tipos de intervalos finitos e infinitos, asi como su representacion
grafica. Nota: el simbolo ~ solo es un medio de notacién, no es nimero real. El

intervalo (—<, «) representa el conjunto de todos los niumeros reales.

INTERVALO NOTACION DE NOTACION DE GRAFICA LINEAL
INTERVALO DESIGUALDAD O
DE CONJUNTOS

Intervalo cerrado [a, b] a<x<b [ ] ’

a b X
Intervalo abierto (a, b) a<x<b ( ) ’

a b X
Intervalo (a, b] a<x<b ( ] ’
semiabierto por la a b x
izquierda
Intervalo [a, b) a<x<b [ ) ’
semiabierto por la a b x
derecha
Intervalo  infinito (- =, b) x<b —
abierto  por la - b X
derecha
Intervalo  infinito (- °, b] x<b —
cerrado por la —® b x
derecha
Intervalo  infinito
abierto por la (a, ») xX>a
izquierda a ®
Intervalo infinito

_[—>

cerrado por la [a, «) xX=a
izquierda a ®

1.5 RESOLUCION DE DESIGUALDADES DE PRIMER GRADO CON UNA
INCOGNITA Y DE DESIGUALDADES CUADRATICAS CON UNA INCOGNITA
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Antes de resolver algunos tipos de desigualdades se revisara su definicion.
Desigualdad. Es la relacion matematica en la que se tiene en cuenta el orden de
los nimeros. Las expresiones pueden contener numeros, variables o ambos. Por
ejemplo: a < b, x> 3, 5x+3<0,..., etc.

Resolver una desigualdad consiste en hallar todas sus soluciones, es decir,
encontrar todos los valores de la incognita para los cuales se cumple la
desigualdad. Para este propdésito se utilizan las propiedades de orden. La solucién
de una ecuacion es, por lo general, un intervalo o una unién de intervalos de
nameros reales. Es conveniente ilustrar la solucion de una desigualdad en la recta
numeérica.

A continuacién se muestran algunas de las propiedades mas comunes que
se utilizan para resolver desigualdades.

Propiedades de las desigualdades
Para numeros reales a, b, ¢ cualesquiera

1. PROPIEDAD DE LA ADICION

Sia < b, entonces a+c < b + c; es decir se puede sumar el mismo niumero a
ambos miembros de la desigualdad y no cambia su sentido. Por ejemplo:

x—2>4
X—24+Y>4+2
xX>6

2. PROPIEDAD DE LA SUSTRACCION

Sia < b, entoncesa—c < b —c; es decir se puede restar el mismo numero a
ambos miembros de la desigualdad no cambia, el sentido de la desigualdad. Por
ejemplo

x+2>4
X+2-M>4-2
x> 2

3. PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACION
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a) Sia < by c es positivo, entonces c.a < c. b; es decir, se puede multiplicar con
el mismo ndamero positivo ambos miembros de la desigualdad no cambia, el

sentido de la desigualdad. Por ejemplo:

2
28) < 2(3)

x <6
b) Sia< by c es negativo, entonces c.a < c.b; es decir, se puede multiplicar

con el mismo numero negativo ambos miembros de la desigualdad cambia, el
sentido de la desigualdad. Por ejemplo:
—2x <3

—~(>20) < —2(3)

.3
X273

4. PROPIEDAD DE LA DIVISION

a) Sia<by c es positivo, entonces%<;; es decir, se puede dividir con el

mismo numero positivo ambos miembros de la desigualdad no cambia, el
sentido de la desigualdad. Por ejemplo:
2x <3
“42x) < (3)

3
x <=
2

b) Sia< by c es negativo, entonces%>%; es decir, se puede dividir con el

mismo numero negativo ambos miembros de la desigualdad cambia, el sentido
de la desigualdad. Por ejemplo:
—2x <3
—%gﬂx) <3—§(3)

>__
X773

Se cumplen propiedades similares si se invierten los signos de la desigualdades, o
si se remplazan < por <y > por > . En conciencia, se ve gque las operaciones con

desigualdades son en esencia las mismas que las que se efectian con
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ecuaciones. Cuando se trabaje con desigualdades, se debe tener especial cuidado
con el uso de las propiedades de la multiplicacion y de la division. Nota: El sentido
de la desigualdad se invierte cuando se multiplica o divide ambos miembros de
una desigualdad entre un niUmero negativo.

Conjunto solucién de una desigualdad. Es el conjunto de elementos que al

sustituirlos en la desigualdad la hacen verdadera

RESOLUCION DE DESIGUALDADES

Caso 1) Desigualdad lineal

1). Resuelva las siguientes desigualdades expresando el conjunto solucion en

términos de un intervalo y su representacion en la recta numérica

a) x+1>3 —i { - Notacién de Intervalo
01 2 o y de conjunto
x+1-1>3-1
Representacion (2,0) = {x:x > 2}
x> 2 Gréfica
b) 4—-2x=>10
4—-4-2x>10—-4
1 1 . Notacién de Intervalo
—2x =6 - b y de conjunto
-3 -2 -1 0
—2x 6 (—o0,—3] = {x:x < -3}
-2 7 =2
Representacién
X <=3 Conjunto solucién Grafica

d) —4<5t+6<21

| ( 1 ) » Notacidn de Intervalo
—-4-6<5t+6—-6<21—-6 y de conjunto

-3 2-1 01 2 3

—10 <5t <15 (=2,3)={t: =2 < t < 3}
—-10 5t 15

5 5 5 Representacién

—2 <t <3 Conjunto solucién Grafica
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d) 2<3m-7<14
2+7<3m-7+7<14+7

1 1 }—=  Notacién de Intervalo
9<3m<21 012 3 456 7 y de conjunto
2S3_m<2 B,7)={m:3<m<7}
3 3 3

R tacio
3<m<? epresentacion

Conjunto solucidn

Gréfica

Encuentre el conjunto solucibn de cada una de las desigualdades
siguientes. Ademas determinar: la grafica, la notacién de intervalo y la notacion de

conjuntos.

X—-3>5 2X+6< -2 4X -7 <3X+5
9-3x<2 8x >12x—-20 -6<2x+3<-1
2X+16 < 26 3X-5>7 3X+5>7x+17
10x+1>8x+5 —-2<1-5x<3 -3<4x-9<11
4<5-3x<7 X+5<0 2x-1>0

Caso 2) Desigualdades de segundo grado

Antes de empezar a resolver desigualdades cuadréticas se dara una breve

explicacion del método que se utilizara para este fin.

¢, Como resolver desigualdades lineales de segundo grado (cuadraticas)?

x? —c < bx

Si después de reunir en el primer miembro todos los términos no nulos, se

puede factorizar este primer miembro en factores de primer grado, entonces se

puede resolver la desigualdad.

x%? —c < bx

x2—bx—c<0
(x+a)(x—b)<O0

Se buscan los valores de x que hagan que el primer miembro sea menor

que cero, (es decir, negativo). ¢Cuales deben ser los signos de (x + a)(x — b)

para que su producto sea negativo? Deben tener signos contrarios.
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Se tiene que ver si se puede determinar dénde es positivo, negativo o nulo
cada factor. El punto en el que un factor se anula se llama punto critico. Después
se vera por qué. Es conveniente resumir estos resultados en el eje real.

Por consiguiente, (x + a) es negativo para valores de x a la izquierda de -a
y es positivo para valores de x a la derecha de -a

Por lo tanto, (x — b) es negativo para valores de x a la izquierda de x y
positivos para valores de x a la derecha de b.

Combinando los resultados en un eje numérico real sencillo (figura 2) se

llega a una solucion simple del problema original.

Signos de (x +a) - - -

Signos de (x-b) -- -

o F---—---=---

-a

Punto critico Punto critico

TEOREMA. El valor de x para el cual se anula (ax + b) se llama punto critico de
ax + b. Esta expresion tiene un signo a la izquierda del punto critico en el eje

numeérico real y el signo opuesto a la derecha (a # 0)

1.- Cuando el signo de relacién es < 6 < el signo de los intervalos deben de ser
de signo contrario y se obtiene un intervalo abierto o cerrado dependiendo del
signo de relacion.
2.- Cuando el signo de relacion es > 6 > el signo de los extremos son del mismo
signo se obtienen dos intervalos infinitos uno hacia la izquierda y otro hacia la
derecha.

A continuacion se muestra un ejemplo de desigualdad cuadratica y se
muestra el procedimiento para encontrar su conjunto solucion.
1). Resuelva la siguiente desigualdad expresando el conjunto solucion en términos
de un intervalo y su representacion en la recta numeérica
a) x? <10 — 3x

ELABORADO POR: M.E. ERNESTINA HERNANDEZ REYES Pagina 12




APUNTES DE CALCULO DIFERENCIAL

Pasando los términos de la derecha a la izquierda e igualando la ecuacion a cero
se tiene x2+3x—-10<0

Al factorizar la ecuacion en el primer miembro en términos de primer grado se

tiene
x+5x-2)<0
Punto critico Es positivo cuando Es negativo
cuando
x+5=0 x+5>0 x+5<0
x=-=5 x> -5 x < -=5
Signode x + 5 - - -+ 4+ o+ o+
| » X
-5
Punto critico Es positivo cuando Es negativo cuando
x—2=0 x—2>0 x—2<0
x=2 x> 2 x <2
Signo de x — 2 o7 i LR
» X
2

Signode x + 5

Signo de x — 2 |

La solucion del problema
(=52)={x:-5<x <2}
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2) Resuelva la siguiente desigualdad expresando el conjunto solucion en términos
de un intervalo y su representacion en la recta numérica
b)x2+x—6>0

Al factorizar la ecuacion en el primer miembro en términos de primer grado se

tiene
(x+3)(x—-2)>0
Punto critico Es positivo cuando Es negativo
cuando
x+3=0 x+3>0 x+3<0
x =-3 x>-3 x < -3
Signo de x + 3 T T
: » X
-3
Punto critico Es positivo cuando Es negativo cuando
x—2=0 x—2>0 x—2<0
x=2 x> 2 x <2
Signo de x — 2 I i L
» X
2

Signode x+5

|
|
|
|
+
+
+

Signo de x — 2 | | .

La solucion del problema
(—00,-3)U(2, @) ={x:x < -3 y x <2}
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Resuelva las siguientes desigualdades cuadraticas expresando el conjunto

solucion en términos de un intervalo y su representacion en la recta numeérica.

x2—12x+27<0 y2—y—-12>0 x2+2x—-35>0
x2+15x+36 >0 y2—2y—35<0 x2—x—-2<0

x> +13x+36<0 x> +12x+20=0 x> +13x+40 =0
x2—-9x+20<0 y®—7y3—-18<0 x2—6x—72<0
2x2—-3x—-9<0 3y2—-2y—8>0 5x2—-3x—-2<0
6x2—7x+2=0 2y =11y +12>0 2x*+5x—9<0
8x2+x—-9<0 20y2 -9y —-20=>0 6x2+5x—6<0

1.6 VALOR ABSOLUTO Y SUS PROPIEDADES
Geométricamente, el valor absoluto es la distancia de un niumero x al cero

en la recta real, y se define de la siguiente manera.

s _ _ .
|x|={ x sixz0 Se interpreta como el valorabsde x esxsix =20y —x six <0

—x si x<0

Por lo tanto, el valor absoluto de un numero nunca es negativo porque por
definicién el valor absoluto de a siempre serd mayor o igual que cero, y nunca

negativo.

Por ejemplosi |[x| = 5,x puede ser- 565

|=5] =5 15[ =5

Propiedades fundamentales

o A partir de que las distancias
1. No negatividad x| = 0 siempre son positivas o cero

2. Definicion positiva |x] =0 x =0

3. Multiplicativa |xy| = |x||y|
4. Aditiva |x + y| = |x| + |y|

5. Simetria |—x| = |x| } Un ndmero y su negativo tienen el mismo valor absoluto
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6. Identidad de indiscernible (equivalente a la definicion positiva)
x-yl=0ox=y

7. Desigualdad triangular (equivalente a la propiedad aditiva)

la —b| < ||a—c|—|c—b||

la £ b| = [lal - |bl|

8. Preservacion de la division (Equivalente a la propiedad multiplicativa)

a

b

_ lal .
=i sib+0

9.- Vx2 = |x]| |x|? = x?
Las siguientes afirmaciones son utiles cuando se resuelven ecuaciones o

desigualdades que envuelven valores absolutos
Propiedades de desigualdades y valores absolutos

Si a es cualquier numero real positivo
1.If(x)|]=a siysolosi x=+a
2.1f(x)|<a siysolosi —a<x<a
3./f(x)|>a siysolosi x>a 6 x<-—a
4.|f(x)|<a siysolosi —a<x<a

5[f(x)|=a siysolosi x=a 6 x<-—-a

1.6 RESOLUCION DE DESIGUALDADES QUE INCLUYAN VALOR ABSOLUTO
1). Resuelva la siguiente desigualdad con valores absolutos. Determine el

conjunto solucion, la gréfica, la notacion de intervalos y la de conjuntos.
a) [2x—1| <3

—-3<2x—-1<3 Utilizando propiedad 2 de desigualdades

-3+1<2x—-1+1<3+1 Sumando 1

—-2<2x<4 simplificando
Lxl Dividiendo entre 2
— < =<= ividiendo entre
2 2 2
—-1<x<?2 Solucién Notacién de Intervalo y de
conjunto
I e e e e
2 -1 0 1 2 3 (-1,2) = {x—-1<x<2}
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Grafica
b) [4x—3|>5
4x—-3< -5
4x—3>5 Utilizando propiedad 3 de desigualdades

4x —3+3<-5+43 4x—3+3>5+3 Sumando 3

4x < =2 4x > 8 Simplificando
2 % > g Dividiendo entre 4
1 .
X< -z X>4 Solucion
—| } TN S — { I Notaciéncdellntervaloyde
-CO 2 -1120 1 4 onjunto

1) 1
—00,—=|U(4,0) = {X:X <—-=yx> 4}
Gréfica ( 2 27

En los problemas encuentre el conjunto solucién de las desigualdades con valor absoluto
dadas. Ademas graficar y anotar la notacién de intervalo y la notacién de conjunto.

[x+ 1| < 4 [3x +4| <8 [x —2] <5
12x — 7] >3 5-2|>6 241 >4
[2x —7| < 4 |5x — 6] >1 |[4x + 2| = 10
[2x+1] =7 |3x + 5| <8 [x+ 10| >5
5+7] <2 2+5] =1 f-3]<6
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UNIDAD 2. FUNCIONES

2.1 CONCEPTO DE VARIABLE, FUNCION, DOMINIO, CODOMINIO Y

RECORRIDO DE UNA FUNCION.

VARIABLE. Es una literal a la que se le pueden asignar, un numero ilimitado de
valores; las cuales se designan usualmente con las ultimas letras del alfabeto las
cualessonp,q,r,s,t u,w,X,Y, z. yalgunas letras del alfabeto griego.
CONSTANTE. Es una cantidad o literal que tiene valor fijo; se representa con las
primera letras del alfabeto son a, b, ¢, d y e. También los nimeros

FUNCION. f Es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto x de un
conjunto llamado dominio un valor Unico f(x) del segundo conjunto.

Funcion A
X Funcién f(x) f
 —— —
Entrada f Salida

Rango

Domino

DOMINIO. Es el conjunto de objetos a los que la funcién asigna valores.
RANGO. Es el conjunto de valores obtenidos de la funcion.

F(x)= x*+1
3 » 10
2 » 5
1 /2
0 » 1
-1 Rango
o)
Dominio Cotradominio

NOTACION DE FUNCION. Es el que se denomina con la letra f(x) que se le “f de
X"; designa el valor que “f asigna a x”. Por lo tanto, si f(x) = x% — 4,
fx)=x*—-4
f(2Q)=(2)2—-4=4-4=0
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f(-D=(-1)*-4=1-4=-3

fla+h)=(a+h)>—4=a’+2ah+h*>—4
DOMINIO NATURAL. Es cuando no se especifica dominio para una funcion,
siempre supondremos que es el mayor conjunto de numeros reales para los que la
regla de la funcién tenga sentido y de valores de numeros reales.
RECORRIDO DE UNA FUNCION. Se define como el subconjunto de “y” formado
por todas las imagenes de los numeros de x.
IMAGEN. Se le denomina asi al nimero y

Recorrido
Y=f(x)

2.2 FUNCION INYECTIVA, SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA

FUNCION INYECTIVA. Es cuando a cada elemento del conjunto X (dominio) le
corresponde un solo valor distinto en el conjunto Y (imagen) de f tal que, en el
conjunto X no puede haber dos 0 mas elementos que tengan la misma imagen. .
En otras palabras, de todo los pares X, y pertenecen a la funcién, la “y” no se
repiten. Por ejemplo

f(x) = 2x

LK
AN

FUNCION SUPRAYECTIVA. Es cuando a cada elemento del codominio es imagen de algin
elemento del dominio. Es decir; €s cuando en la funcién f(x) =y su recorrido es todo y

FUNCION BIYECTIVA. Es cuando una funcién es inyectiva y sobreyectiva simultaneamente.
Es una funcion f con dominio D y contradominio E, siempre que a # b en D entonces

f(a) # f(b)enE

X Y
1 = a
2 ~b
3 C
i
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2.3 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL Y SU REPRESENTACION

GRAFICA.
FUNCION REAL f es una funcion matematica cuyo dominio y codominio estan

contenidos enIR, es decir, es una funcion: f:S5CR— s’ CR
En general se trata de funciones continuas, o bien discontinuas cuando estan
representadas por tramos, a diferencia de las funciones discretas, que son
siempre discontinuas.
GRAFICA DE UNA FUNCION. Si f es una funcién, entonces la gréfica de f es el
conjunto de todos los puntos (x, y) del plano IR para los cuales (x, y) es un par
ordenado de f.
PROCEDIMIENTO PARA GRAFICAR UNA FUNCION.

Para hacer la grafica de una funcién seguimos un procedimiento simple de
tres pasos; los cuales son:
1.- Obtener las coordenadas de unos cuantos puntos que satisfagan la ecuacion,
es decir, una tabla en la que se le asignan valores a x y se obtiene y; sustituyendo

X en la ecuacion.

X|-3|-2|-1]0]1]|2]|3

y

2.- Construir la gréfica de esos puntos en el plano coordenado rectangular.
3.- Unir los puntos y de esta manera se obtiene la funcion a graficar.

EJEMPLO: Encuentre la grafica de la siguiente funcién y = 2x — 3

x|y Y
-3 |-3 -
-2 -1

2 /

\

wIN|[= |O
O IN|U|W |-
ey

/ —

A
b A
\
A
M2 D
o
_
N
w
o

i
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2.4 FUNCIONES ALGEBRAICAS: FUNCION POLINOMIAL, RACIONAL E

IRRACIONAL.

FUNCION ALGEBRAICA. Es aquella en la que la dependencia puede expresarse
con las operaciones algebraicas: suma y resta con un numero limitado de
términos, multiplicacion con un numero limitado de factores, division y potencia

con exponente, ya sea fraccionario, positivo 0 negativo. Por ejemplo:
2

2X+5, ax+b,ﬂ,ax3,...,etc.
3x-5

FUNCION POLINOMIAL. Es toda funcién que se pueda expresar de la forma
x — P(x) donde P es un polinomio en x, es decir, una suma finita de potencias de
X multiplicadas por ciertos coeficientes. En particular, las:

FUNCIONES LINEALES. Son los polinomios de primer grado o de grado cero que
se representa mediante una recta del tipo y=mx+b. Donde m es la pendiente, b
es el punto de interseccién con el eje y, es decir si x = 0 el punto de interseccién
con el eje y es B (0, b) Ejemplos de funciones lineales: y =3,y =2X, y =4 — 2X,..., etC
FUNCIONES CUADRATICAS. Son las funciones de segundo grado que se
representan mediante parabolas verticales del tipo y=ax’ +bx+c . Ejemplos:
y=x%,y=x>+2,y=2x> +X,...,etc

FUNCIONES POLINOMICAS. Son funciones de grado superior a dos. Ejemplos:
y=x}y=x"y=x®-x

FUNCIONES RACIONALES. Son aquellos que no requieren extraccion de raiz,
como, por ejemplo: ax, 2x?, 4x3. ]

FUNCIONES IRRACIONALES O RAIZ. Son las funciones en que el exponente es
una fraccion irreducible. Por ejemplo: v/x, xg,\/xz -5

2.5 FUNCIONES TRASCENDENTES: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y

FUNCIONES EXPONENCIALES.

FUNCION TRASCENDENTE. Es una funcion que no puede ligarse a la variable
independiente por medio de una de las cuatro operaciones algebraicas,
efectuadas un namero limitado de veces. Por ejemplo:
3% log X, In x, sen x, tan ™" x,..., etc

FUNCION TRIGONOMETRICA. Es también llamada circular, es aquella que se
define por la aplicacion de una razon trigonométrica a los distintos valores de la
variable independiente, que ha de estar expresada en radianes. Existen seis
clases de funciones trigonométricas: seno y su inversa, la cosecante; coseno y su
inversa, la secante; y tangente y su inversa, la cotangente. Para cada una de ellas
pueden también definirse funciones circulares inversas: arco seno, arco Coseno,
etcétera.

FUNCION EXPONENCIAL. Es aquella en la cual la variable independiente
interviene como exponente; por ejemplo: a*,e*
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EJERCICIO II. Dadas las siguientes funciones, digase si son algebraicas o
trascendentes, racionales o irracionales, explicitas o implicitas.

l-y=x3-2x+1 8.-y=5x"*
2-y=4senx g_yzxzx/ﬁ—9
3.-y=(x3—4x? +2)? ' 34
4.- y = a2x—3 10.- y=Xx )
5.-y = tan36x 11.-y =8x"2
6.-x2+y2=4 12.-y =8x
_ 2x*+1 13.-y = x3 x V/2x

l-y=3 x+1

X“+x—2 14._ — ;

INVESTIGAR. ENTREGAR UNA SINTESIS
2.6 Funcién definida por mas de una regla de correspondencia, funcién valor
absoluto.

2.7 OPERACIONES CON FUNCIONES: ADICION, MULTIPLICACION,
COMPOSICION.

ALGEBRA DE FUNCIONES. Si fy g estdn definidos para todos los numeros
reales, entonces es posible realizar operaciones numéricas como la suma, resta,
multiplicacion y divisién, con las respectivas funciones f(x)y g(x) . Estas
operaciones estan definidas en la siguiente ilustracion:
F+9))=fx)+gKx)
fF-9) =fx)+g9x)
(f.9)(x) = f(x). g(x)
(£> (x) = &) siendo g(x) # 0
g g(x)

De las funciones anteriores estan todas y cada una de ellas en la

interaccién de sus dominios excepto para los valores donde g(x) debe excluirse
del dominio de la funcién cociente.
COMPOSICION DE FUNCIONES. Es una operacion de funciones que consiste en
aplicar sucesivamente dos funciones en un orden determinado con lo cual se
obtiene una tercera funcion.g - f: A — C asi obtenida se le llama la composicién de
la funcion f con la funcién g.

El simbolo (g - f) se lee “f compuesta con g”, “f seguida de g”. De donde si
x € A entonces f(x) EByY g(f(x) € C)

A B
f m g
(8-f)(x)
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De lo anterior se tienen lo siguiente:
(f - 9)(x) = f(g(x))
(f - ) = f(f(x))
(9-9)(x) = g(g(x))
(9-x)=g(f(x)

2.8 FUNCION INVERSA. FUNCION LOGARITMICA, FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS INVERSAS.
FUNCIONES INVERSAS. Son dos funciones tales que a todo punto de la grafica
de la primera funcion corresponde un punto de la grafica de la segunda, de tal
manera que la abscisa de cada punto de la primera es igual a la ordenada del
punto correspondiente de la otra y viceversa; es decir, a todo punto de la primera
curva corresponde, en la segunda, otro punto simétrico con respecto a la bisectriz
del angulo XOY.
FUNCION LOGARITMICA. Es aquella que esta afectada por un logaritmo; como:
y = log,o x.Puede decirse también que la funcién logaritmica es la inversa de la
funcion exponencial. y =a* y y =log,x
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. En trigonometria, cuando el
angulo se expresa en radianes (dado que un radian es el arco de circunferencia de
longitud igual al radio), suele denominarse arco a cualquier cantidad expresada en
radianes; por eso las funciones inversas se denominan con el prefijo arco,
y =senx, Yy es igual al seno de x, la funcién inversa: x = arc seny, X es el arco
cuyo seno vale y, o también x es el arcoseno de y. Por ejemplo:

y=senx . x =arcseny

Yy = COSX < X = arccosy

y =tan .. x = arctany

y=ctgx . x=arcctgy

y =secx .. x =arcsecy

i y=c¢scx X =arccscy

EL RADIAN. Es la unidad de angulo plano en el Sistema Internacional de Unidades.
Representa el angulo central en una circunferencia que subtiende un arco cuya longitud
es igual a la del radio. Su simbolo es rad.

[ % ]

=

in/2

FIG. ARCO FIG. RADIANES
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INVESTIGACION DEL TEMA. ENTREGAR SINTESIS
2.9 Funciones con dominio en los numeros naturales y recorrido en los numeros
reales: las sucesiones infinitas. |

2.10 FUNCION IMPLICITA.

FUNCION IMPLICITA. Es una funcién de la variable independiente, cuando su
dependencia con respecto a la variable independiente no se expresa en forma de
ecuacion ya resuelta (funcion explicita). Asi, en 3x — 2y = 5, y es funcién implicita
de x; en la funcién xy + x = x3, y es también funcién implicita de x.

FUNCION EXPLICITA. Es una funcién de la variable independiente, cuando esta
directamente indicadas las operaciones que deben efectuarse con dicha variable
para obtener el valor o valores de la funcion, asi, en y = 2x — 3, y es funcién
explicita de x.
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UNIDAD 3. LIMITES Y CONTINUIDAD
3.1 Limite de una sucesion.

El numero “a” recibe el nombre de limite de la sucesion x4, x,, ..., Xy, ... :
lim x,=a
n—oo
Si para cualquier € > 0 existe un numero N = N(¢) tal, que
|x, —al < eparan >N
3.2 Limite de una funcion de variable real.

Se dice que la funcién f(x) = A cuando x — a (A y a son unos numeros), o que

lim fx) = A

X—a
Si para cualquier € > 0 existe un niumero 6 = 6(¢) > 0 tal, que
lf(x) —Al<e para0<|x—a|<é
Andlogamente

lim fix)=A

X—00
Si|f(x) —A| < e para |x| > N(¢)

También se emplea la notacién convencional

lim f(x) =

x—-a
Que indica, que |f(x)| >E para 0 < |x—a| <&(E), donde E es un namero positivo
arbitrario.

3.3 Calculo de limites.
LIMITES PARA FORMAS INDETERMINADAS.

FORMA INDETERMINADA. Es cuando la sustitucién directa conduce a una
expresion indefinida 0/0, por cuanto no podemos a partir de esa expresion calcular
el limite.

(_0 .
=3 se factoriza
0
Sustitucion directa « "
0 = o No existe
#_ {da entero
\# |fraccionario

TECNICA DE CANCELACION. Es cuando la sustitucion directa nos conduce a la
forma indeterminada. Se intenta evaluar el limite y uno se da cuenta que con esta
forma debe modificarse la fraccion de tal manera que el nuevo denominador y/o
numerador no tengan limite cero. Una manera de lograrlo es cancelando factores
iguales. Esto se realiza factorizando las expresiones que son factorizables
dependiendo del tipo de factorizacion que se presente en el problema a resolver.

TECNICA DE RACIONALIZACION. Es cuando la sustitucién directa nos conduce a la
forma indeterminada. En este caso cambiamos la forma de la fraccién racionalizando el
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numerador y/o denominador segun corresponda. Esto consiste en completar la expresion
como si se tratara de binomios conjugados; es decir completando con el conjugado de
esta expresion cambiando el signo de la funcion, multiplicando y dividiendo por esta. Por
ejemplo:

Vi+1-1 vx+1-1 vx+1+1  x+1-1 X 3 1
x  x Vi+l+1 x(Wx+1+1) x@Wx+1+1) Vx+1+1

\/x+1\/x+1=(x+1)%+%=(x+1)§=(x+1)1=x+1
EJERCICIOS DE APLICACION.

En los problemas, encuentre el limite indicado o establezca que no existe. En muchos de
los casos, se necesita un poco de algebra antes de intentar evaluar el limite.

im X4 i x?+1 i x> +9x+20
im = m= == im= ==
x>-1 4 -1 xe -1 x=2 X° 42X -15
lim 6-x-x* _ tim 6X=12 _ lim 6-5x—x>
x>2 x* 42X 8 x>2 6 -1 x* +7x—8
lim X’ -4 lim 2X+2 _ lim x? —5Xx+6
x—>-22X+ 4 x>l 2 x>2  ¥x2_4

iim X6 i x?-1 jim 10X =5

im = m —~————= im =

x—>-2 3 x>-1 X% +4X+3 x—1 5

I X° +2x-8 lim X2 +3x+2 lim x? —11x+24
x>-4 x% +3x—4 x> x+1 >3 x* —6X+9
lim X? +5X+6 lim x> —3x+2 i X2 +X—6
X—>2 X+ 2 X—>2 X2—6X+5 x>-2  X—2

i X ~10x+24 _ lim X2 +2x-15 tim X FX=6 _
x>6 x? —3x—4 x>5  x—3 x>2 x> —6X+8

. x> —9x+14 x4+l . x*-8
lim-—— o = lim = lim =

x—>7 X—7 x—1 XZ -1 x—2 X—2

. x¥-27 . x*-16 . x°+8

lim — = lim — = lim =

x>3 x° -9 x4 X 464 x>-2 X+2
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. x¥+125 x? -4 X—6
lim ————= m = m— -
x—>-5 x° _ 25 x>2 X—2 x—6 X* —36

PARTICIPACION.

En los problemas, encuentre el limite indicado o establezca que no existe. En muchos de
los casos, se necesita un poco de algebra antes de intentar evaluar el limite.

. X2+4+2x-24 X3 +1 . X2 +7x+10
lim~ =% =" lim = lim=> "2 """ =
X—4 X—4 Xx—>—1 X2 -1 X—>2 X+ 2

. x?* -9 . X4 TX+T . X2 +Xx-6
lim = lim————— = lim—— =
x->3 X —3 x>-1x% ~4x -5 x>3  X+3

. X2 -4 . 2X+2 . x*-5x+6
lim = lim = lim2__ %"~ _
x->2 2X+ 4 x—>-1 2 -2 x2_4
TAREA.

En los problemas, encuentre el limite indicado o establezca que no existe. En muchos de
los casos, se necesita un poco de algebra antes de intentar evaluar el limite.

. 3x-6 . x% -1 . 10x-5
lim = I|m27= lim =
X—>2 3 =1 X +4X+3 x—>—1
. x?+2x-8 . X2 43x+2 . X2 -11x+24
lim———= lim= "~ = lim= """ =
x=>4 X +3Xx—4 -1 x+1 x=3 X° —6Xx+9
. X% =2x . X=2 . x*>-a?
lim 5 = lim—— lim 5 ;=
x>2 X< —4 x—>6 X +3 x—>a X< +a
. P4 Tt+7 . t?-t-6 . X2 +7x+10
-1t -4t -5 =3 1% 4+2t-15 x>2  X+2

3 2 2
. -8 . X5 =TX . X5 —
lim y I|m7+6— |Im79—

=2 y? +11y—26

x>1 x2 —2x+1

. x?-16
lim s =
x—>-4 x° — 64

. X2 +5x+9
lim—— — =
x—1 X—=1

x>3 X2 4 x—12
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3.4 Propiedades de los limites

LIMITE. Es una especie de cota que a veces puede ser alcanzable y otras no solo
alcanzable sino superable.

COTA. (Del lat. quota, t. f. de quotus, cuantos; cf. coto). Mat. Elemento de un conjunto
que limita, inferior o superiormente, los elementos de la sucesion de un subconjunto.

NOTACION MATEMATICA DE LIMITE. Se representa matematicamente lim f (x)=?

X—>C
Qué se lee:” El limite de la funcion de x cuando x tiende a c es igual?”
TEOREMA “A”. LIMITES PARA FUNCIONES ALGEBRAICAS.

Sean b y ¢ numeros reales, n un entero positivo, sean f, g funciones con los
siguientes limites; que tienen limite cuando x tiende a c¢, son ciertas las siguientes
propiedades:

1.- De la constante.

limb=Db

X—>C

Se lee: “El limite de la constante cuando x tiende a ¢ es igual a la constante”.
2.- De la variable

limx=c

X—C

Se lee: “El limite de la variable cuando x tiende a c es igual a ¢”.
3.- De la variable elevada a la potencia

limx" =c"

X—C

Se lee: “El limite de la variable elevada a la potencia cuando x tiende a c es igual a ¢
elevada a la potencia”

4.- Del maltiplo escalar (b x, bx?,...,)

lim bx" =blim x"

X—>C X—C

Se lee: “El limite del multiplo escalar cuando x tiende a ¢ es igual a la constante por el
limite de la variable”.
5.- De la suma o diferencia

lim [f (x) + g(x)]=lim f (x) £ limg(x)
X—C X—C X—>C
Se lee: “El limite de la suma o diferencia cuando x tiende a c es igual a al limite de cada

término de la suma o diferencia”.
6.- Del producto o multiplicaciéon

lim [ (x).9(0] = Jiim () [lim g(x)]
Se lee:”El limite del producto o multiplicacion cuando x tiende a c es igual al limite de cada

factor del producto”.
7.- Del cociente o division.

lim f
- f(X) B Im (X)

X—C
=eg(x)  limg(x)
Se lee: “El limite de cociente o divisidon cuando x tiende a ¢ es igual al limite de dividendo

y del divisor del cociente”
8.- De la potencia de una funcién

lim [f (x)"]= [Ijm Ff

X—C —C

Se lee: “El limite de la potencia de una funcion cuando x tiende a c es igual a limite de la
funcidén cuando x tiende a c elevado a la potencia”.
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3.5 Limites laterales.

Six<a y x - a, se escribe convencionalmente x - a — 0; analogamente,
Six >a yx— a, seescribird asi: x - a + 0 .Los numeros

fla=0)= lim f(x) y f(a+0)= lim f(x)
x—a—0 x—a+0

Se llama, respectivamente, limite a la izquierda de la funcion f(x) en el
punto a y limite a la derecha de la funcion f(x) en el punto a (si es que dichos
nameros existen).

Para que exista el limite de la funcion f(x) cuando x — a, es necesario y
suficiente que se verifique la igualdad

fla—0)=f(a+0)

3.6 Limites infinitos y limites al infinito.

Definicion de limites infinitos

Sea f una funcion definida en todo nimero real de un intervalo abierto que
contiene a c, salvo, posiblemente, en el propio c. La expresion

lim £ (x) = oo

Significa que para todo M > 0 existe un § > 0 tal que f(x) < N siempre que
0 < |x —c| < 6. Para definir el limite infinito por la izquierda, basta sustituir
0<|x—c|<dporc—46<x<c.Y paradefinir el limite infinito por la derecha,
basta sustituir 0 < |[x —c| < dporc<x<c+96
PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS
Sean c y L numeros reales, y sean f y g funciones tales que

limf(x) =0 y limg(x)=1L
X—C xX—C

1. Suma o diferencia lim[f(x) + g(x)] = o

2. Producto xl?r%[f(x) -g(x)] =

3. Cociente: ot limM _ 0
x-c f(x)

Propiedades analogas son validas para limites laterales y para funciones cuyo
limite cuando x tiende a c es -oo

Para resolver la indeterminacién 2

1. Dividase todos los términos del numerador y del denominador entre una
potencia de la variable tal que, el dividendo o en ambos a la vez, el primer
término sea independiente de ella

2. Atribayase a la variable el valor particular indicado en el problema; es decir
se divide el numerador y el denominador por la mayor potencia de la
variable que entre en la fraccion.

Ciertos limites particulares que se presentan frecuentemente se dan a
continuacion. La constante ¢ no es cero.

Escrito en forma de limite forma abreviada, frecuentemente usado
Cc C
lim— = o — =00
v-07D 0
lim cv = o C*00 = 00
v—>00
. U 00
lim — = o — =00
v—->oo C C
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c
lim—=0

c
—=0
v—=00 P o0
lim(c+v) =0 c+ o=+
v—00
lim eV = o« e® = oo
v—00
lime™v=0 e =0

vV—>00

3.7 Asintotas.

ASINTOTAS. Es una recta vertical a la gréafica de f

DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL

Si f(x) tiende a infito( 0 menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f
TEOREMA: ASINTOTAS VERTICALES

Sean f y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene c. Si

f(c) #0,g9(c) =0, y existe un intervalo abierto que contiene c tal que g(x) # 0
para todo x # c del intervalo, entonces la grafica de la funcion h(x) = % posee

una asintota vertical en x = ¢

Hallar las asintotas verticales de la gréafica de
() = x?+2x—8
fx) = x2 — 4

3.8 Funciones continuas y discontinuas en un punto y en un

intervalo.
FUNCION CONTINUA. Es cuando una funcién es continua en x = c; es decir que no hay

“, n

interrupcién de la grafica en f (c), esto es que no tiene en “c” agleros, saltos no aberturas
La continuidad en x = ¢ puede destruirse por cualquiera de las siguientes condiciones.

1. Lafuncién no esta definidaenx = ¢
2. No existe el limitede f(x)en x = ¢
3. Ellimite de f(x) en x = c existe, pero no es iguala f(c)

DEFINICIOM XS CONTINUIDAD
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3.9 Tipos de discontinuidades.
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UN IDAD 4. DERIVADAS

4.1 Conceptos de incremento y de razon de cambio. La derivada de una
funcion.

INCREMENTO DE UNA VARIABLE Y DE RAZON DE CAMBIO.

El incremento Ax de una variable x es el cambio en x cuando crece o decrece desde un
valor x = x,, hasta otro valor x = x; en su dominio. Asi Ax = x; —x, Yy podemos escribir
X1 = X + Ax.

Si la variable x experimenta un incremento Ax a partir de x = x, (esto es, si X
cambia de x =x; a x = xy+ Ax) y una funcibn cambia por tanto en un incremento
Ay = f(xo + Ax) — f(x,) a partir de y = f(x,), el cociente

Ay cambioeny

Ax — cambio en x
Se llama la razén media de cambio de la funcion en el intervalo entre x = xy y x = x5 + Ax
LA DERIVADA DE UNA FUNCION y = f(x) con respecto a x en el punto x = x, se define
como

Ay . f(xo +Ax) = f(xo)
m = lim
Ax—=0Ax  Ax—0 Ax

Supuesto que existe el limite. Este limite se llama también razén instantdnea de cambio (o
simplemente, razén de cambio) de y con respecto a x en x = x,
Al calcular la derivada es habitual suprimir el subindice 0 y obtener la derivada de
y = f(x) con respecto a x como

Ay o fxe+Ax) - f(x)
lim — = lim
Ax—0Ax  Ax—0 Ax
La derivada de y = f(x) con respecto a x se indica por cualquiera de los simbolos
dy , , d
) Ix D.y y f(x) a(f(x))

4.2 La interpretacion geométrica de la derivada.
De la figura 4.1 vemos que i—i es la pendiente de la secante que una un punto arbitrario

pero fijo P(x,y) y un punto préximo Q(x + Ax,y + Ay) de la curva. Cuando Ax — 0, P
queda fijo mientras que Q se mueve a lo largo de la curva hacia P, y la recta PQ gira
alrededor de P hacia su posicién limite, la recta tangente PT a la curva P. Asi pues, % da

la pendiente de la tangente en P ala curva y = f(x)
y=f(x)
Q(x+ Ax,y + Ay)

v

Figura 4.1
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4.3 Concepto de diferencial. Interpretacion geométrica de las
diferenciales.
CONCEPTO DE DIFERENCIAL
Si f'(x) es la derivada de f(x) para un valor particular de x, y Ax es un incremento
de x, arbitrariamente elegido, la diferencial de f(x) , que se representa por el
simbolo df (x) , se define por la igualdad.

(A df (x) = f'()Ax = Z Ax

Si f(x) = x, entonces f'(x) = 1y (A) se reduce a dx = Ax

Asi, cuando x es la variable independiente, la diferencial de x(= dx) es idéntica
a Ax. Por tanto, si y = f(x), (A) puede, en general, escribirse en la forma

(B) dy = f'(x)dx = Z—idx

LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION. Es igual al producto de su derivada por
la diferencial de la variable independiente.
INTEPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

Construya la curva y = f(x) (Figura 4.2)

A

PI

\
2 ft------1©
<

y

M ’

Sea f'(x) el valor de la derivada en P. Tomemos dx = PQ. Entonces

T
dy=f’(x)dx=th-PQ=g—Q-PQ=QT

Luego dy, o sea df(x), es el incremento (= QT) de la ordenada de la
tangente, correspondiente a dx.
Esto da la siguiente interpretacion de la derivada como fraccion:
Si se representa por dx un incremento arbitrariamente elegido de la variable
independiente x para un punto P(x,y) enla curvay = f(x),
d
—=f@=tgr
dy Representa el incremento correspondiente a la ordenada de la tangente de P
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4.4 Propiedades de la derivada.

Hallar la derivada de una funcidn aplicando la definiciéon de derivada es un
proceso largo y la mayor de las veces bastante tediosa. Afortunadamente existen
varias propiedades en la derivacion de funciones que los matematicos han
descubierto y establecido como teoremas. Algunos de estos teoremas son gene
rales, aplicables a cualquier funcién, y otros so6lo se aplican a funciones
particulares. A continuacién se enuncian algunos de los teoremas mas importantes
(se nombran enumerandolos consecutivamente para facilitar una futura referencia
a ellos):

Nota: se supone, obviamente, que las funciones a las que hacen referencia los
teoremas son diferenciables, esto es, que tienen derivada.

Teorema D1:

Siy = ¢, c es una constante

SY_dy D,y =D
dx_dxc o xy_ x(c)
dy
E=0 (0] ny=0

En palabras: "la derivada de la funcion constante es cero”.
Teorema D2:

Siy=x
dy dx

= E:E 0 D,y = D,(x)
dy
a= (0] ny=1

En palabras: "la derivada de la funcion identidad es uno”.
Teorema D3:
Siy =x",n € Z (n es cualquier nimero racional)

dy d n
d
_dic] =nx"1 o Dyy=nx"1

. m
Corolario: Como n\/xm & xn, entonces

Siy=Yxm
dy d/m m
:>§:a(xn) D,y = D, (xn)
dy m m n m m n
= = xmn Doy = —xnn
dx _ n> x =X

En palabras: "para hallar la derivada de la funcion potencia se multiplica la funcion
por un coeficiente igual al exponente y el exponente se disminuye en la unidad”.
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Teorema D4
Siy = c¢- f(x),c es una constante,

dy d

= d—z = ——(ev) 0 Dy =Dylc f(®)]
dy _ d o
d_x = Ca(”) 0 Dyy=c Dx[f(x)]

En palabras: "la derivada de una constante por una funcion es igual a la constante
multiplicada por la derivada de la funcién”.
Teorema D5:

Siy=utvi-iz 0 Y= F100 £ £>(0 £+ £fal).
d d
2= @EvEet2) 0 Dy=Dufi(0 £ f(0) £ (@)
dy

d d d
a:a(u)ia(v)iia(z) 0 Dyy=D,f1(x) £ D,fa(x)+ -+ D,fr(x)

En palabras: "la derivada de la suma de un numero finito, n, de funciones
(términos), positivas 0 negativas, es igual a la suma de las derivadas de cada
funcion y con su respectivo signo".

Teorema D6:

Slg]=u3 ] y=fx)gx)
R % =) o Dy = D, (f(x) g(x))

dy dv du

LUt 0 Dy(f(x) - g(x)) = f(x)D,g(x) + g(X)Df (%)

En palabras: "la derivada del producto de dos funciones es igual a la primera
funcién por la derivada de la segunda mas la segunda funcién por la derivada de
la primera".

Teorema D7:
_f®

Siyzg,vqto 0 y g(x),g(x);to
dy d u o (f®)
~ %" ) o Dy=0i(g5)
du dv
dy _Vax “dx . b 90 D (f) = f() - Dolg(®)
x v - (9(0)?

En palabras: "la derivada del cociente de dos funciones es igual a una fraccion
cuyo denominador es el cuadrado de la funcion del dividendo y cuyo numerador es
la diferencia entre la funcién del dividendo por la derivada de la funcién del divisor
y la funcién del divisor por la derivada de la funcion del dividendo".
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En los ejercicios halle la derivada de la funcion dada aplicando los teoremas

y=7x—5 y=3x*—-5x2+1
solucion: solucion:
W_ 4, _ W _ 4 3,4 _ 5,2
= (7x 5?1 . D5 o = (3x SZ +1) d D5
dy _ 4 _a @ _ a4 a4y _Lc,2yy 4
gx = dxd(7x) 7 ) gx = dxd(3x ) = ((in )+ d}é(l) D4, D1
@ _5ax A _ a4 ay_cd 02 a 0
gx_ dx D2 ddx_3dx(x) 5dx(x)+dy/?r5'
Y _
—= 7(1) @ _ 3(4x*1) — 5(2x21)
dy dx
— =7 dy _ .. 3
dx — =12x> —10x
dx
y = x% 4+ 3x + iz se hace trabajo algebraico | Y = (zxz +5)(4x—-1)
2 s solucién
y=x“+3x+x dy dy
solucion: " dx [(2x2+5)(4x—1)] D
d—y=i(x2+3x+x_2) D5 d—;c— (2xjc+5)ﬂ(4x—1)+(4x—1)i(2x2+5)
dx dx dx ~ dx dx
y
dy d d i i (2x%2 +5)(4—0) + (4x — 1)(4x + 0)
—=—(x%)+—0Bx)+—(x"%) D3,D4
ar dx dx dx 2 _ 8x? 420 + 16x% — 4x
X
d_y =20 43—+ (-2x72) D1 g;‘,
d; x d—=24x2—4x+16
= 2x+3§1) —2x73 2 X
y
—Z =2 G J—
dx X+ x3
=3Vxz 1=1% __ 7
Y ) 7 M
— 2.7 d d X
) e )
solucion: dx dx\x —él p
d d 2 & _,.a
ﬁza(mz D4 dy _ (x-Dg; xdzx(x D
He dy (x—1)(1)—x(1-0)
2 =3 (;ﬁ"?) dx x—1)?
dx 6 .5 1 Multiplicar los productos y reducir
_y — 7 -n — _—_ , . .
ax 7% X = términos semejantes
d 6 m n d —-1-
2_2 X = &xm @y =/
dx 7,3 dx (x—1)2
dy 6 dy -1
dx 735 dx  (x —1)2
dy 1
dx  (x—1)2
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Teorema DS8:

Siy=v" 0 y = ()"

S d_z =" 0 Dyy = Dy(f ()™

d d

% = nvn_l d—z 0 ny = n(f(x))n_l Dx(f(x))

En palabras: “La derivada de la potencia de una funcién de exponente constante
es igual al producto del exponente por la funcion elevada a un exponente
disminuido en una unidad por la derivada de la funcion”.
REGLAS DE DERIVACION PARA FUNCIONES TRASCENDENTES.
Ahora consideremos funciones como sen 2x,3%,logx*,e* que se llaman

funciones trascendentes para distinguirlas de las funciones algebraicas que hemos
estudiado hasta aqui.

Las siguientes formulas, que se agrupan aqui abarcan férmulas para derivar
que se emplearan.

Teorema D9

Si y=lv 0 y=Inv
dy d

= Ccli—x—%d(ln 17) o ny_ll)x(lnv)
y % _Z
dx  vdx 0 ny_vDX(v)

En palabras: “La derivada del logaritmo natural de una funcion es igual al reciproco
de la funcion por la derivada de la funcion”.

Teorema D10

Si y=logv 0 y =log v
dy d

= ——=—(logv) 0 D,y = Dy(logv)
dy logedv log e
i 0 D,y = » D, (v)

En palabras: “La derivada del logaritmo comun de una funcion es igual al
logaritmo “e” dividido por la funcién por la derivada de la funcion”.

Teorema D11

Si y=a’ 0 y=a"
dy d v
ﬁa:a(a) o D,y = Dy(a”)
Y _ wima D,y = a’InaD,(v)
1y = e 0 .y =a’lnaD,(v

En palabras:La derivada de una constante elevada a un exponente variable es
igual al producto de la constante elevada al exponente variable por el logaritmo
natural de la constante por la derivada del exponente”.
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Si y=e? 0 y=¢ev
dy d
— = D,y = D,(e"
= Cclzx dx;e) 0 x Y = Dx(e?)
_y— U_v — L,V
= ¢ I 0 D,y = eVD,(v)
En palabras: ‘La es

[P )

igual al producto de la constante “e”elevada al exponente variable por la derivada
del exponente variable”.

Si y=u" 0 y=u"
dy d
= dr  dx (") o Dyy=Dy(u")
4y _ vu?"! d—u+lnuu”E o Dyy= vu’"! D, (uw)+ Inuu’ D, (v)
dx dx dx xy x x
d, 6, v du , av
—WU)=vu"" —+Inuu’ —
dx dx dx
En palabras: “La es igual a la

funcién v por u elevada a un exponente v menos uno por la derivada de u mas el
logaritmo natural de u por u elevado a la v por la derivada de v”.

Si y=senv 0 y =senv
Y~ 2 (senv) D, y = Dy(senv)
I = dp Senv ) .V = Dy(senv
dy dv Doy = b
T cosv I 0 Y = cosv D, (v) |
En palabras: “La es igual al producto

de la funcion coseno de la funcion por la derivada de la funcién™.

Si y=cosv 0 y =cosv
dy d
== (cos v) 0 Dyy=Dy(cosv)
d dv
= —sen va o Dyy=—senvD, (v)
En palabras: ‘La es igual a menos el

producto de la funcion seno de la funcién por la derivada de la funcion”.

Si y=tanv 0 y=tanv
dy d
= } == (tandv) o D,y=D.(tanv)
y v
e sec?v = o D,y =sec?vD, (V)
En palabras: “La es igual al

producto de la funcién secante cuadrada de la funcién por la derivada de la
funcion’”.
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Si y=ctgv 0 y=ctgv
dy d
= v a(ctg V) o D,y=D,(ctgv)
dy , dv Doy 2,
T csc“v I 0 Y = —csc“v D, (v) |
En palabras: ‘La es igual a

menos el producto de la funcién cosecante cuadrada de la funcién por la derivada
de la funcion™.

Si y=secv 0 y =secv
dy d
= A dx (secv) o D,y=D.(secv)
Y _ t dv D,y = t D
dx—secv anvdx 0 Y = secv an? . (V)
En palabras: ‘La es igual al producto

de las funciones secante de la funcion por la tangente de la funcién por la derivada
de la funcion”.

Si y=cscv 0 Yy = cscv
dy d
= = a(csc V) 0 Dyy= Dy(cscv)
d dv
E=_Cscht‘gva o D,y=—cscvctgvD,(v)
En palabras: “La es igual a menos

el producto de las funciones cosecante de la funcién por la cotangente de la
funcién por la derivada de la funcién”.

Si y=versv 0 y =versv
dy d
:a=a(versv) o D,y=D,(versv)
dy dv
T - senv o Dy,y=senvD,(v)
En palabras: “La es igual al seno de la funcion por la

derivada de la funcioén

Si y=arcsenv o y = arcsenv
dy d
ﬁ&za(arcsenv) o D,y=D,(arcsenv)
dy & L 1C)
& Vioo SR
En palabras: “La es igual a derivada

de la funcién entre la raiz cuadrada de uno menos la funcién elevada al cuadrado”.

ELABORADO POR: M.E. ERNESTINA HERNANDEZ REYES Pagina 39



APUNTES DE CALCULO DIFERENCIAL

Si y=arccosv 0 y = arccos v
dy d
ﬁd—xza(arccosv) o D,y=D,(arccosv)
v___ & D)
dx  V1-v2 xy_\/l—vz
En palabras: “La es igual a

menos la derivada de la funcién entre la raiz cuadrada de uno menos la funcion
elevada al cuadrado”.

Si y=arctanv 0 y =arctanv
dy d
ﬁaza(arcmnv) o D,y=D,(arctanv)
dy __& )
dx 11— v? 0 1 —p2
En palabras: “La es igual a la

derivada de la funcién entre uno mas la funcién elevada al cuadrado”.

Si y=arcctgv 0 y =arcctgv
dy d
:a=a(arcctgv) o D,y=D,(arcctgv)
dy _ & by — D@
dx 11— 2 0 AR
En palabras: “La es igual

menos la derivada de la funcidon entre uno mas la funcion elevada al cuadrado”.

Si y=arcsecv 0 y = arc secv
dy d
ﬁ&za(arcsecv) o D,y=D,(arcsecv)
dy & 0 py D@
dx /11— 02 xy_vx/l—vz
En palabras: “La es igual la

derivada de la funcién entre el producto de la funcién por la raiz cuadrada de la
funcion elevada al cuadrado menos uno”.
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Si y=arccscv 0 y = arccscv
dy d
= d—xza(arccscv) o D,y=D,(arccscv)
A - Doy = 2=
dx  p/1— 2 ? Y= V1 — v?
En palabras: “La es igual a

menos la derivada de la funcion entre el producto de la funcion por la raiz
cuadrada de la funcién elevada al cuadrado menos uno”.

Si y=arcversv 0 y = arcversv
dy d
> T dx (arcversv) o D,y=D.(arcversv)
dy 2 Dy 2@
dx~ Vzv-12 N T
En palabras: ‘La es igual la

derivada de la funcién entre la raiz cuadrada de la funcion por el doble producto de
la funcidbn menos el cuadrado de la funcion™.

4.5 Regla de la cadena.
Imagine que trata de encontrar la derivada de
f(x) = (2x? — 4x + 1)°°

Para empezar, tendria que multiplicar entre si 60 factores cuadraticos
2x% — 4x + 1y derivar después el polinomio resultante de grado 120.

Por fortuna, hay un mejor modo de proceder. Después de que haya
aprendido la regla de la cadena, sera capaz de escribir la respuesta

f'(x) = 60(2x% — 4x + 1)>°(4x — 4)

Tan rapido como pueda mover el lapiz. En efecto, la regla de la cadena es

tan importante que usted rara vez derivara cualquier funciéon sin usarla. Pero para

establecer como propiedad la regla, necesitamos introducirnos un ligero

. . ., dy
refinamiento en nuestra notacion e

., d . d “ .
La notacion ﬁ. El simbolo ﬁ se debe leer “la derivada de y con respecto a

x"; mide que tan rapido cambia y con respecto a x. Si y = 3s2x? debemos escribir
dy = 6s%x 4y = 6sx?

_ dx Y ds _

En el primer caso, s se trata como una constante y x como una variable, en

el segundo caso, x es una constante y s es la variable.
Es importante el siguiente ejemplo. Supéngase y = u®°yu = 2x? — 4x + 1.

Entonces Z—i = 60u>’y Z—Z = 4x — 4. Pero adviértase que al sustituir u = 2x2 —

4x + 1 en y = u®°, se obtiene
y = (2x% — 4x + 1)°°
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. . . d p d .
Asi gque tiene sentido preguntar por d—z. ¢Cudl es ﬁ y como se relaciona con

d d P . . . .
ﬁ y ﬁ? Con mas generalidad, ¢ Como derivar una funcion compuesta?

REGLA DE LA CADENA Es una férmula para la derivada de la composicion de
dos funciones. Tiene aplicaciones en el célculo algebraico de derivadas cuando
existe composicién de funciones.

TEOREMA DE LA REGLA DE LA CADENA

“‘Sea y=fw)yu=g(x) que determina wuna funcibn compuesta
y=f(g(x)) = (f°g)(x). Si g es diferenciable en x y f es diferenciable en
u = g(x), entonces f°g es derivable en xy.

(feg)' (x) = f'(g(x))g'(x)

Esto es
dy dy du
o dx du dx
Quizas esta manera ayude a recordar:
Tornadizo de Variable de Variable de
laizquierda en medio la derecha
y=f u=g(x)

Derivada de la

Derivada de 1a")
variable de la

(Derivada de ")

PR la variable de variable de la
izquierda con

respecto a la

en medio con N
izquierda con

respecto a la

variable de en variable de la la derecha
\medio / derecha y
dy _ dy du
dx a du dx

Descripcion de la regla
En términos intuitivos, si una variable y, depende de una segunda variable u, que
a la vez depende de una tercera variable x; entonces, la razon de cambio de y con
respecto a x puede ser computado como el producto de la razén de cambio de y
con respecto a u multiplicado por la razén de cambio de u con respecto a x.
dy dy_du
dx du dx
Regla de la cadena compuesta. Suponga que
y=fw y u=g 'y v=h)
Entonces,
dy dy du dv

dx  du dv dx
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4.6 Férmulas de derivacion y formulas de diferenciacién.

Las férmulas de la derivada se vieron en el punto 4.4 en este punto solo
hablaremos de las formulas de las diferenciales.

La definicion de la diferencial de una funcion

La diferencial de una funcion es igual al producto de su derivada por la diferencial
de la variable independiente. Se representa matematicamente como:

dy
dy = —d
Y dx X

Foérmulas para hallar las diferenciales de funciones

Puesto que la diferencial de una funcion es el producto de su derivada por la
diferencial de la variable independiente, se sigue inmediatamente que las formulas
para hallar las diferenciales son las mismas que las dadas para obtener las
derivadas, con solo multiplicar cada una de ellas por dx

En consecuencia, las férmulas para diferenciacion son:

Teorema E1

Siy=c

=>d(y)=d(c)~ dy=0

En palabras: “La diferencial de una funcion constante es igual a cero”.

Teorema E2

Si y=x

=>d(y) =d(x) ~dy =dx

En palabras: "la diferencial de la funcion identidad es igual a la diferencial de la
funcioén identidad”.

Teorema E3:

Siy =x",n € Z (n es cualquier nimero racional)

= d(y) =d(x") ~ dy = nx""1dx

Corolario: Como Vx™ & x%, entonces

Siy=1/xm

>d(y) = d(xn) « dy = x% " dx

En palabras: "para hallar la diferencial de la funcion potencia se multiplica la
funcidén por un coeficiente igual al exponente y el exponente se disminuye en la
unidad por la diferencial de la funcion”.

Teorema E4:

Siy = c- f(x),c es una constante,

= d(y) =d(cv) ~ dy = cd(v)

En palabras: "la diferencial de una constante por una funcion es igual a la
constante multiplicada por la diferencial de la funciéon®.
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Teorema ES5:
Siy=utvt--tz

>dy)=dutvt-tz) ~dy=dw)tdw)t-1+d(2)
En palabras: "la diferencial de la suma de un numero finito, n, de funciones
(términos), positivas 0 negativas, es igual a la suma de las diferenciales de cada
funcioén y con su respectivo signo".

Teorema EG:

Si y=uv

=>d(y) =d(uv) -~ dy=udv+ vdu

En palabras: "la diferencial del producto de dos funciones es igual a la primera
funcién por la diferencial de la segunda mas la segunda funcién por la diferencial
de la primera”.

Teorema E7:

Siyzg,vqto

u
= d(y) =d (;) ~dy = 2

En palabras: "la diferencial del cociente de dos funciones es igual a una fraccién
cuyo denominador es el cuadrado de la funcion del dividendo y cuyo numerador es
la diferencia entre la funcién del dividendo por la diferencial de la funcion del
divisor y la funcién del divisor por la diferencial de la funcion del dividendo".
Teorema ES8:

Siy=v" =dy)=d@w" -~ dy=nv"ldv

En palabras: “La diferencial de la potencia de una funcién de exponente constante
es igual al producto del exponente por la funcion elevada a un exponente
disminuido en una unidad por la diferencial de la funcion®

Teorema E9

Si y=Inv =d(y)=d(nv) - dy=-dv

En palabras: “La diferencial del logaritmo natural de una funcion es igual al

reciproco de la funcién por la diferencial de la funcién”.

Teorema E10

Si y=logv = d(y) = d(log v) dy = lo%dv

En palabras: “La diferencial del logaritmo comun de una funciéon es igual al
logaritmo “e” dividido por la funcién por la diferencial de la funcion’.

Teorema E11

Si y=a’ = d(y) =d(a") &~ dy=a’lnadv

En palabras: “La diferencial de una constante elevada a un exponente variable es
igual al producto de la constante elevada al exponente variable por el logaritmo
natural de la constante por la diferencial del exponente”.

Teorema E12

Si y=eV = d(y)=d(’) ~ dy=-e"dv

vdu — udv
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En palabras: ‘La diferencial de la constante “e” elevada a un exponente variable es
igual al producto de la constante “e” elevada al exponente variable por la
diferencial del exponente variable™.

Teorema E13

Si y=u" > dy=dWw’) -« dy=vu"ldu+Inuu’dv

En palabras: “La diferencial de una funcion con exponente variable es igual a la
funcién v por u elevada a un exponente v menos uno por la diferencial de u mas el
logaritmo natural de u por u elevado a la v por la diferencial de v”.

Teorema E14.

Si y=senv = dy=d(senv) ~ dy=cosvdv

En palabras: “La diferencial de la funcion seno de una funcion es igual al producto
de la funcion coseno de la funcion por la diferencial de la funcion’.

Teorema E15.

Si y=cosv = dy=d(cosv)  dy=—-senvdv

En palabras: “La diferencial de la funcion coseno de una funcion es igual a menos
el producto de la funcién seno de la funcién por la diferencial de la funcion”.
Teorema E16.

Si y=tanv = dy = d(tanv) ~ dy =sec?vdv

En palabras: “La diferencial de la funcion tangente de una funcion es igual al
producto de la funcion secante cuadrada de la funcién por la diferencial de la
funcion”.

Teorema E17.

Si y=ctgv = dy =d(ctgv) - dy = —csc?vdv

En palabras: ‘La diferencial de la funcion cotangente de una funcion es igual a
menos el producto de la funcion cosecante cuadrada de la funcién por la
diferencial de la funcion”.

Teorema E18.

Si y=secv = dy=d(secv) &~ dy =secvtanvdv

En palabras: “La diferencial de la funcion secante de la funcion es igual al producto
de las funciones secante de la funcién por la tangente de la funcién por la
diferencial de la funcion”.

Teorema E19.

Si y=cscv = dy=d(cscv) ~ dy=—cscvctgvdv

En palabras: “La diferencial de la funcion cosecante de la funcion es igual a menos
el producto de las funciones cosecante de la funcién por la cotangente de la
funcién por la diferencial de la funcion”.

Teorema E20

Si y=versv = dy=dwersv) ~ dy=senvdv

En palabras: “La diferencial de la funcion vers es igual al seno de la funcion por la
diferencial de la funcién”

Teorema E21

Si y=arcsenv = dy=d(arcsenv) ~ dy=

1-v2
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En palabras: “La diferencial de la funcion arco seno de la funcion es igual a
diferencial de la funcién entre la raiz cuadrada de uno menos la funcién elevada al
cuadrado”.

Teorema E22

Si y=arccosv = dy=d(arccosv) -~ dy:_\/%

En palabras: “La diferencial de la funcion arco coseno de la funcion es igual a
menos la diferencia de la funcién entre la raiz cuadrada de uno menos la funcion
elevada al cuadrado”.

Teorema E23
dv

1-v2
En palabras: “La diferencial de la funcion arco tangente de la funcion es igual a la

diferencial de la funciéon entre uno mas la funciéon elevada al cuadrado”.
Teorema E24

Si y=arctanv = dy =d(arctanv) «~ dy=

dv
1-v2
En palabras: “La diferencial de la funcion arco cotangente de la funcion es igual
menos la diferencial de la funcién entre uno mas la funcién elevada al cuadrado”.
Teorema E25

Si y=arcctgv = dy=d(arcctgv) -~ dy=-—

dv
- . - v 1_1]2 - -
En palabras: ‘La diferencial de la funcion arco cotangente de la funcion esigual la

diferencial de la funcién entre el producto de la funcion por la raiz cuadrada de la
funcion elevada al cuadrado menos uno”.
Teorema E26

Si y=arcsecv = dy=d(arcsecv) . dy=

dv
vV1-v2
En palabras: ‘La diferencial de la funcion arco cotangente de la funcion es igual a

menos la diferencial de la funcién entre el producto de la funcion por la raiz
cuadrada de la funcion elevada al cuadrado menos uno”.
Teorema E27

Si y=arccscv =>dy=d(arccscv) «~ dy=-—

Si y=arcversv = dy=d(arcversv) .~ dy= \/zivﬁ

En palabras: “La diferencial de la funcion arco vers de la funcion es igual la
diferencial de la funcién entre la raiz cuadrada de la funcion por el doble producto
de la funcion menos el cuadrado de la funcion”.

4.7 Derivadas de orden superior y regla L"Hopital.
Sea y = f(x) una funcién diferenciable de x y llamemos a su derivada la primera derivada
de la funcidn. Si la primera derivada es diferenciable, su derivada se llama la segunda derivada de

. - , d? .
la funcién original y se denota por algunos de los simbolos d—x}z/,y”o f"'(x). Asuvez, la derivada de

. . y a3
la segunda derivada se llama la tercera derivada de la funcién y se denota por d—x};,y”’o (). Y

lo mismo para la cuarta, quinta, etc.
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Nota: |a derivada de un cierto orden en un punto puede existir sélo cuando la funcién y todas sus
derivadas de orden inferiores son diferenciables en ese punto.

Hallar la segunda derivada de las siguientes funciones

y=2x%—-3x-2 _2 3 1,
Y = 4x -3 y—x " y==-x“—2x+5
" _ 2 6 '=x—=2
y' =4 —_4 .2 y =x
y,_ x2+x3 y//=1
, 4 18
Y =53 5%

REGLA DE L"HOSPITAL

Sea a un numeroy f(x), g(x) son funciones diferenciables, con g(x) # 0 para todo x en
algun intervalo 0 < |x —a| < &, ysilim,_, f(x) = 0ylim,_, g(x) = 0, entonces, cuando
limy,q f(x)

- existe o es infinito
limy_,q g(x)

 fe im0
g6 T lim g’ ()

4.8 Derivada de funciones implicitas.
Una ecuacion f(x,y) = 0, sobre los rangos tal vez restringidos de la
variable, se dice que define a y implicitamente como funcion de x.

La derivada de funciones implicitas puede obtenerse por uno de los
procedimientos siguientes:

1. Despejary, si es posible, y derivar respecto a x. Excepto para ecuaciones
muy sencillas, este procedimiento es poco recomendable.

2. Pensando eny como funcién de x, derivar ambos miembros de la funcion
dada respecto a x y despejar en la ecuacion resultante y’. este proceso de
derivacion se conoce como derivada implicita.

Hallary’, dadoque xy + x —2y —1 =0

d()+ dx_l_dx 2d d(l)—dO
xdxy ydx dx dx(y) dx _dx()

xy'+y+1-2y"=0

_1+y
T 2—x

!

y
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UNIDAD 5. APLICACIONES DE LA DERIVADA

5.1 Recta tangente y recta normal a una curva en un punto. Curvas

ortogonales.
PENDIENTE DE LA TANGENTE A LA CURVA. Es igual al valor de la derivada en cualquier punto.
Se representa matematicamente:

d
m, = di P(x,y)

Donde: m, es la pendiente de la tangente a la curva

dy es la derivada de la curva

X

PENDIENTE DE LA NORMAL A LA CURVA. Es igual a la reciproca de la pendiente de la
tangente a la curva. Se representa matematicamente:

Donde: m_ es la pendiente de la normal

m, es la pendiente de la tangente a la curva

ECUACION DE LA TANGENTE. ECUACION DE LA NORMAL

DATOS: DATOS:

P(X11y1) y_ylzmt(x_xl) P(X11y1) y_ylzmn(x_xl)
m,=? m,="7?

5.2 Teorema de Rolle, teorema de Lagrange o teorema del valor medio del
calculo diferencial.
Si f(x) es continua en el intervalo [a, b] y se anula en sus extremos, y tiene una

derivada f'(x) en todo punto interior del intervalo, entonces existe por lo menos un
valor de x, comprendido entre ay b, en el que f'(x) es igual a cero

5.3 Funcion creciente y decreciente. Maximos y minimos de una funcion.
Criterio de la primera derivada para maximos y minimos. Concavidades y
puntos de inflexion. Criterio de la segunda derivada para maximos y

minimos.

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcién y = f(x) se llama funcién creciente si y aumenta (algebraicamente) cuando x
aumenta. Una funcion y = f(x) se llama funcidon decreciente si y disminuye (algebraicamente)
cuando x aumenta.

Criterio para averiguar el caracter creciente o decreciente en un punto:

Una funcion es creciente cuando su derivada es positiva; es decreciente cuando su
derivada es negativa

MAXIMOS Y MINIMOS (CRITERIOS DE LA PRIMERA DERIVADA)
Las condiciones generales para maximos y minimos de f(x):

f(x) es un méximo si f'(x) = 0 y f'(x)cambia de signo pasando de + a —
f(x) es un minimo si f'(x) = 0y f'(x)cambia de signo pasando de - a +

PRIMER METODO PARA CALCULAR LOS MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION.
REGLA GUIA EN LAS APLICACIONES.
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PRIMER PASO. Se halla la primera derivada de la funcién
SEGUNDO PASO. Se iguala la primera derivada a cero, y se hallan las raices reales de la
ecuacion resultante. Estas raices son los valores criticos de la variable.
TERCER PASO. Se consideran los valores criticos uno por uno, y se calculan los signos de la
primera derivada, en primer lugar para un valor un poco menor *que el valor critico y después para
un valor un poco mayor que él. Si el signo de la derivada es primeramente + y después —, la
funcion tiene un maximo para este valor critico de la variable; en caso contrario, tiene un minimo.
Si el signo no cambia, la funcién no tiene ni maximo ni minimo para el valor critico considerado.

CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

Un punto de inflexion es una curva es el que separa arcos que tienen su concavidad en
sentidos opuestos.

La regla comprende también instrucciones para examinar el sentido de la concavidad
PRIMER PASO. SE HALLA " (x)
SEGUNDO PASO. Se iguala a cero f"'(x), se resuelve la ecuacion resultante y se consideran las
raices reales de la ecuacion
TERCER PASO. Se calcula, primero para valores de x un poco menores y después un poco
mayores, que cada una de las raices obtenidas en el segundo paso. Si f"'(x) cambia de signo,
tenemos un punto de inflexion.

Cuando f" (x) es positivo, la curva es céncava hacia arriba

~_

Cuando f"(x) es negativa, la curva es céncava hacia abajo —

MAXIMOS Y MINIMOS (CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA)
Las condiciones suficientes para maximos y minimos de f(x) correspondientes a valores
criticos de la variable son, pues, las siguientes:

f(x) esunmaximosi f'(x) =0y f'(x) y f"(x) es negativa
f(x) esunminimo sif'(x) =0y f'(x) y f"(x) es positiva

REGLA GUIA EN LAS APLICACIONES.

PRIMER PASO. Se halla la primera derivada de la funcién

SEGUNDO PASO. Igualar a cero la primera derivada y resolver la ecuacion; las raices reales son
los valores criticos de la variable.

TERCER PASO. Hallar la segunda derivada.

CUARTO PASO. Sustituir en la segunda derivada, en lugar de la variable, cada uno de los valores
criticos obtenidos. Si el resultado es negativo, la funcion tiene un maximo para este valor critico; si
el resultado es positivo, la funcién tiene un minimo.

5.4 Analisis de la variacion de funciones
5.5 Calculo de aproximaciones usando la diferencial.

5.6 Problemas de optimizacion y de tasas relacionadas.
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